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Contenu :
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Intégration des fonctions fractions rationnelles,
Equations différentielles linéaires du 1° et du 2° ordre, a coefficients constants,
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+oo +o0
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Chapitre 1

Techniques d’intégration

1.1 Primitive d’une fonction continue

1.1.1 Définition

Soit f : R — R une fonction d’une variable réelle.
Définition 1 On appelle primitive de [ toute fonction F': R — R dérivable telle que
Fl(z) = f(x)
pour tout x € R.

Ainsi la fonction F' n’est connue que par sa dérivée. Le probléme essentiel, trés difficile a résoudre
dans le cas général, consiste a trouver F' connaissant la dérivée F”.

Exemples

1. Soit f la fonction nulle : f(x) = 0 pour tout x. Alors F' est une fonction dont la dérivée est
nulle. C’est donc une fonction constante. Ainsi toute fonction F' donnée par F'(x) = a est une
primitive de f(z) = 0. On voit donc sur cet exemple qu’il existe une infinité de primitives.

2. Soit f la fonction f(x) = z. Alors F' vérifie F'(x) = x. On peut donc prendre

Mais toute fonction

avec a € R convient aussi.
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Proposition 1 Si f admet une primitive F', alors toute autre primitive de [ est du type
G(x) = F(x) + constante

pour tout x € R.

Démonstration. Si I et G sont deux primitives de f, alors F'(x) = G'(x) = f(x) pour tout x € R.
Ainsi
F'(z) = G'(z) = (F — G)(z) = 0.

La fonction F' — GG est de dérivée nulle, elle est donc constante. &

L’ensemble des primitives de f est donc de la forme

{F(z)+C, CeR}.

/f(x)dx.

On le note

Exemples
23
1. Déterminer /xde. Une primitive de z? est ER Ainsi

3
/xzda;—xg—i-C.

2. Déterminer /sin xdx. Une primitive de sinx est — cosx. Ainsi

/sinxd:p = —cosx + C.

Théoréme 1 Toute fonction continue f : R — R admet une primitive.

Nous admettrons ce théoréme. Rappelons que toutes les fonctions classiques, les polynomes, la
fonction e, les fonctions sin x, cos z sont continues sur R, la fonction Inz est continue sur |0, +oof,
les fractions rationnelles sont continues sur leur domaine de définition.
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1.1.2 Tableau des Primitives

i) [ s

0 C' (constante)

a,a € R ‘ ar + C
xn—i—l

"neQ-{-1

whn€Q—{-1} n+1

1

= Injz| +C

T

1

xn nx

sin « ‘ —cosz + C

CcoS ‘ sinx +C

1.1.3 Formule fondamentale

Soit f une fonction dérivable. Alors on a :

/f’(:v)dx = f(z)+ C.

1.2 Techniques d’intégration

1.2.1 Linéarité

Proposition 2 Soient f et g deux fonctions admettant des primitives (par exemple continues). On
a alors

[t + sg@yiz =a [t +5 [ gorts
pout tout o, B € R.

Démonstration. Soit I’ une primitive de f et soit G une primitive de g. Alors

(aF (z) + 8G(2)) = aF"(x) + BG'(x) = af (x) + By ().
La proposition se déduit de la formule fondamentale. &

Cette propriété permet d’intégrer tous les polyndmes.

Exemples
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1. Calcul de /(x?’ + 32 + 22 + 3)dz. On a

/(x3—|—3x2+2x—|—3)dx = [2*dx + [3aPde + [2xdr + [ 3dx
= [2Pde+3 [a?de+2 [xdx+ 3 [ dx
x? 3 2
= T+ +z*+3r+C.

2. Calcul de /(sinx + cosx)dx. On a

/(sin xdr + cosz)dr = [sinzdr + [cosadx

= —cosx +sinz+ C.

1.2.2 Intégration par parties

Proposition 3 Soient [ et g deux fonctions dérivables. On a
[ H@)g @i = f@)gla) - [ gla)d.

Démonstration. On a
(f(x)g(x)) = f(z)g(x) + f(z)d (2).
On en déduit

Jt@stayas = [ @s@is+ [ fag @is

D’apreés la formule fondamentale

f(@)g(z) = / f(@)g(x)dx + / f(2)g/(2)da
d’oti la proposition. &

Exemples
1. Calcul de /:Eexdx. Posons

fx) =2, ¢'(v)=e"
Alors
@) =1, g(z)=e".

(on choisit comme primitive de ¢'(z) la fonction g(z)). On en déduit

/xexdx = ze® — flel’dw

= xex—fexdx
= et — e+ C.
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2. Calcul de / x sin xdx. Posons

Alors
f'(x)=1, g(x)=—cosz.
On en déduit
/xsinxdx = —wcosz — [1(—cosz)dx
= —wcosz + [cosadx

= —zcosx +sinx + C.

3. Calcul de /xzemdx. Posons

f(x) =22 ¢ (x)=¢"
Alors
f(z) =2z, g(z)=c¢".
On en déduit
/(L"QBIdZE = 2%e” — [2ze"dx
= 2%e” =2 [xetdx
Il est nécessaire de faire encore une intégration par parties pour calculer la derniére intégrale.
Ceci a été fait dans le premier exemple. On a

/Iewdx =zge® — e 4 C.

D’ou
/a:Qe””das = 126 — 2ze” + 2" + C)

ot ('] est une constante.

Remarque. Il faut faire trés attention aux choix des fonctions f et g dans 'intégration par parties.

Reprenons le premier exemple : / re®dx. Posons cette fois

Alors

5

2 2
/xexdx = %em - /%e”dw.

2
x
Dans ce cas, la deuxiéme intégrale / 7exdx est "plus compliquée" que celle que nous comptions

On en déduit

calculer. On a donc rien gagné en appliquant ainsi la formule d’intégration par parties.
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1.2.3 Changement de variable

Rappelons dans un premier temps la formule donnant la dérivée de la composée de deux fonctions.
Soient f et g deux fonctions dérivables d’une variable réelle. Alors

(fog)(x)= f'(g9(x))d (x)
ot fog(x)= f(g(x))

Proposition 4 Supposons que x s’écrive comme une fonction dérivable d’une variable t, c’est-a-
dire, on a x = x(t). Alors on a

[t = [ s o

Démonstration. Ceci provient de la formule donnant la dérivée d’une fonction composée. &

Exemples

1. Calcul de /

dx. Posons t = x — 2. On a donc dans ce cas

x_
x(t) =t +2.

Alors 2/(t) = 1 et la formule de changement de variable donne
1 1
= [ -1dt =1 .
/x_2dx /tdt nlt|+C

1
/ de =Inlt|+C =ln|z — 2|+ C.
T —2

2. Calcul de /\/ 1 — 22dz. La fonction /1 — 22 est définie pour x € [—1, 1]. Posons z(t) = cost.

On a donc dans ce cas
2'(t) = —sint

et

V1 —22=+1—cos?t = Vsin’.
Sit € (0,7, alors x € [—1,1] et sint > 0. D’ott Vsin?t = |sint| = sint. Ainsi

/\/1 — 22dx = /sint(— sint)dt = —/sin2 tdt.

Nous verrons dans le chapitre suivant comment intégrer des polynémes trigonométriques. On

a
1 —cost

2

sin?t =



B

1.3. LES INTEGRALES DEFINIES / F(X)DX. 13
A
Alnsi 1 o t  sin?2t
= 2tdt_/cosdt__81n .
/ sin 5 5 5 +C

Comme x(t) = cost, alors t = arccos z. Ainsi

- sin?2 /
[Tt s snarceons) |,

2 2

b
1.3 Les intégrales déﬁnies/ f(z)dx.

1.3.1 Définition

Soit f une fonction admettant une primitive F. Soient a,b € R. Alors pour toute autre primitive
G de fona

En effet on a G(x) = F(z) + C. D’ou
G(b) —G(a) = F(b) + C — F(a) — C = F(b) — F(a).

Définition 2 Soit f une fonction d’une variable réelle admettant une primitive F. Alors

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

1.3.2 Techniques de calcul

Elles se déduisent des techniques du calcul des primitives.
1. Linéarité :
b b b
[ @t +sgands=a [ s+ [ gty

pout tout «, 8 € R.

2. Intégration par partie :
b b
/nﬂ@d@MwZU@M@ﬂi—/ ﬂ@M@Mx
b)g(b) —

ot [f(z)g(x)]; = f( fla)g(a).
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3. Changement de variable :

/ ) =

Prendre garde aux nouvelles bornes!

Exemples

2
1. Calculer / (z +1)%dz. On a
1

2 2
/ (z +1)%dx = / (2% + 22 + 1)dx =
1 1

1
2. Calculer /

1

/.

D’ou
/1
-1
car sin(—x) = —sinx et cos(—z) = cosz.
> sinz
3. Calculer dz. Posons
1 2+4cosx

t

xcos xdr = [rsinz]’ | — /

CHAPITRE 1. TECHNIQUES D’INTEGRATION

z=1(b)
[, s
2=1(a)
3 2
x 9 8 1 19
r 4442 —1-1=—.
{3 +x +x]1 3+ + 3 3

x cos xdx. Faisons une intégration par parties.

1
sinzdr = [zsinz]' | + [cosz]", .
-1

xcosxdr =sinl — (—sin(—1)) +cos1 —cos(—1) = sin 1 +sin(—1)) +cos 1 — cos(—1) =0

Lorsque z = 1 alors t = 2 + cos1 et lorsque © = 2, t = 2 + cos2. Ainsi, en appliquant la
formule de changement de variable, comme dt = — sin xdz,

sinx

’

sin x

2+ cosx
d’ou

r

24 cosx

2+4-cos 2
dr = /
24-cos 1

dr = —In(2+cos2) +In(2 +cos1) =In

=24 cosx.
1 2-+cos 2
—dt = [~ In|e]l57e
2+ cosl

2+ cos2’
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A
1.3.3 Interprétation géométrique
F'y

>
x

Si f est une fonction positive continue, alors fab f(x)dx est égale a Iaire de la région sous le graphe
de f depuis a jusqu’a b et limitée en bas par I’axe des abscisses. Ceci permet de calculer des aires
de telle région.

1.3.4 Inversion des bornes

!Aaf@ﬁdrz——[7f@wdm

Démonstration. En effet, si I’ est une primitive de f alors

| Hayie = Fla) = FO) = ~(F ) = @) = = [ s

Proposition 5 On «a

&
Exemple Supposons que [ soit une fonction impaire. Elle vérifie f(—z) = —f(z). Alors
/ f(z)dz = 0.
En effet . . .
/f@m_/f@w+/fmm.
—a —a 0
Calculons f?a f(z)dz. Pour cela considérons le changement de variable u = —x.
0 0 0 a
/ fyde = [ f(—u)d(—u) = [ [flu)d(u) = / —f(u)d(uw).
—a +a “+a 0
Ainsi

/Z flz)de = —/Oaf(:r:)d:r:.

D’ou le résultat.



16 CHAPITRE 1. TECHNIQUES D’INTEGRATION

1.3.5 Formule de la moyenne

Proposition 6 Soit f une fonction continue sur [a,bl. Il existe un point ¢ €la, b| tel que

10 = 5= | e

Démonstration. Elle repose sur la formule des accroissements finis. Considérons une primitive F
de f. C’est une fonction dérivable et la dérivée est continue. La formule des accroissements finis
appliquée a F' s’écrit :

F(b) = F(a) = (b—a)F'(c)

avec ¢ €|a,b[. Comme F’ = f, on en déduit

b
| #a)iz == appte)
&
Applications

b
1. Si f(x) > 0 pour tout x € [a, b], alors / f(z)dx > 0.

2. Si f(z) > g(z) pour tout = € [a, b], alors /bf(x)dx > /bg(a:)da:.
a a
Exercice Vitesse moyenne d’échauffement d’une résistance. On considére un circuit constitué
d’une résistance et d’un alternateur produisant un courant d’intensité
I(t) = I sin(wt).
La vitesse moyenne d’échauffement de la résistance est
P(t) = I*(t)R.

La vitesse moyenne d’échauffement par cycle complet est

2m

1 [ RwIy [
P(c) = / I*(t)dt = wM/ sin? wtdt.
2w J, 2 Jo

Nous calculerons cette intégrale dans le chapitre suivant.
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1.4 Calcul numérique des intégrales définies

Nous exposons ici la méthode la plus classique de calcul numérique d’une intégrale définie, appelée
aussi la méthode du trapéze. Rappelons tout d’abord la formule donnant I'aire d’un trapéze
B+b
A=———n
2
ol B est la grande base, b la petite base et h la hauteur. Pour calculer une valeur approchée de
ff f(z)dz, en supposnat que f soit positive sur [a, b], nous découpons le segment [a, b] en n segments

b—a R .
correspondant a la subdivision a < 1 < 19 < -+ < xp,_1 < x, = .

égaux de longueur

L’aire délimitée par les points A; = (2;,0), M; = (2, f(7)), Miy1 = (i1, f(Tit1)), Air =
(241, 0) est alors assimilée a I’aire du trapéze définie par ces quatre points.

—\.y:fx

Cette aire du trapéze vaut

(f(@iy1) + f(@) (wigs — ) (f(wigs) + f(2)).(b— a)

2 2n

On en déduit

Pl = (f(a) + F@a) 52 4 () + ) e e () + F(E)

a 2n 2n
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ou le signe =~ signifie & peu prés égal. On a donc la formule suivante

b b—a
/a f(z)dx ~ 5

L’erreur commise dans ce calcul approximatif est de I'ordre de

(f(a) +2f (1) + 2f(22) + -+ + 2f (2n-1) + f(D)).-

M —a)?
12n2

ou M est le maximum de f sur [a, b].



1.5. EXERCICES 19

1.5 EXERCICES

FExercice 1. Calculer

1
/xdx; /x4dx : /(x?’ —22% 4 1)dx : —dx :

2
/exda:': /xe””Qd:C: /siand:U: /cos%d:c.

Exercice 2. Calculer les intégrales définies suivantes

1
e%

3 1 5 1
2¢ + —)dx; / 23dx / 23— 22 + 1)dw : —dx :
[ e o) 1 K ) .

0
’ 3 1007 S
/ (x —a)(x — b)dx : / | sinz | dx : / | sinz | dx : / \/de'
a 0 0 0 —

Ezxercice 3. On estime que la température d’une journée froide d’hiver en fonction de I’heure suit la
formule

1
T=—t(t—12)(t —24) — 18
St —12)(t =24

oll t est le temps en heures et ¢ = 0 correspond a minuit. Quelle est la température moyenne entre
6 heures du matin et midi?.

Ezxercice 4. Estimer I'intégrale définie
3
/ (2% + 1)dx
1

en utilisant la méthode des trapézes pour n = 4. On calculera a chaque étape f(xy) avec 4 décimales.
Comparer ces deux résultats avec la valeur exacte de cette intégrale.

FEzercice 5. On considére la fonction f(x) définie sur [—1, 5] par

z, si x € [—1,1]
fl@)=¢ —tz+3si zell,

[
20 — L si x € [4,5

4]
> ]

5
Calculer f(z)dz.
-1

Ezercice 6. En utilisant une intégration par parties, calculer

1 1
/:L’sina:dx; /a:4dx: /xexdx: /%dw
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Ezxercice 7. En utilisant une intégration par parties, calculer

w/2 1 T T
/ x cos xdx; / (1 — z)"dx; / 2% sin(2x)du; / 2% cos 2xdx.
0 0 0 0

Exercice 8. Intégrer, en utilisant un changement de variables
2 7. - L : 1

Ezxercice 9. Estimer par la méthode des trapézes

2
1
/ —dzx.
LT
On découpera l'intervalle d’intégration en 10 morceaux égaux.

Ezxercice 10. Calculer I'aire de la région située entre les courbes y = 22 et y = \/z.



Chapitre 2

Intégration des fonctions trigonométriques
usuelles

2.1 Rappels de trigonométrie et sur les nombres complexes
2.1.1 Formules classiques de trigonométrie

Rappelons trés rapidement les formules de base de trigonométrie.

1.
cos®a + sin*a = 1.
2.
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb.
3.
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb.
4.
sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcos a.
D.
sin(a — b) = sinacosb — sin b cos a.
6.
cos(2a) = cos?a —sin®a
= 2cos’a—1
= 1-2sina.
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Exemple. Calcul de sin®a et cos? a en fonction de cos2a. On a
cos(2a) = cos®a — sina = 2cos*a — 1.
Ainsi
5 cos(2a) + 1
cos“a = ———.
2
De méme

1 — cos(2
sinQa:C(;(a).

2.1.2 Trigonométrie et nombres complexes

Un nombre complexe s’écrit
z=x+1y

avec z,y € R. Le réel x est appelé la partie réelle de z et y la partie imaginaire. Le nombre complexe
i vérifie i> = —1. Les régles de calcul sur les nombres complexes sont les suivantes :

1. Addition

21+ 20 = (21 + 1) + (22 +1y2) = (21 + 22) + (Y1 + y2).
2. Multiplication

21+ 20 = (21 +iy1) (T2 + 1Y) = (172 — Y1ye) +i(T1y2 + T2y1).
3. Division. Supposons z, # 0. Alors

A mtu (z1 +iy1) (w2 — iya)

29 T+ 1Yo T3+ Y3

et donc _
21 (w19 + y1y) + i(Tays — 21Y2)

2 2 :
22 Ty + Y3

Le nombre complexe Z = x — iy est appelé le conjugué de z.

Un nombre complexe admet une autre écriture, sous forme module et argument. Soit z = x + 1y.

On pose
x = pcosb
y = psinf.

Comme on suppose p > 0, on a alors

p=Vr2+y =vzz

et p est appelé le module de z. L’angle 0 est appelé 'argument de z. Il n’est pas unique mais défini
a 2km-prés. Il est donné, si z # 0, par

x
6 = arccos —.
P
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Définition 3 On appelle exponentielle complexe, le nombre complexe

0

e’ =cosf +isinf

définie pour tout 0 € R.
On a alors I’écriture d’un nombre complexe suivantre :
2= +iy = pe’

avec x = pcosf et y = psind.

2.1.3 Formules d’Euler

Proposition 7 (Formules d’Euler). On a

eix + e—ix ) eix . e—ix
COS = ———, SINTx = —————
21

2
Démonstration. En effet, on a
e’ =cosx+isinx, e =cosxr —isinz.

On en déduit
e’ +e " =2cosx, e +e " =2sinx.

Les formules d’Euler s’en déduisent. &

Exemple. Calcul de €. On a, d’aprés les formules d’Euler,

€% = cos 2x + i sin 2z.

Plus généralement
e'’?* = cos px + i sin px

pour tout p € Z. Cette derniére formule est connue sous le nom de formule de Moivre.

2.2 Linéarisation de cos? xz et de sin? x

Linéariser cos? x ou sin? x consiste & écrire cos? x ou sin® x sous forme d’une somme de cosmz et
sin gz (avec m et ¢ inférieur ou égal a p. Pour cela, on utilise les formules d’Euler.

Rappelons avant tout la formule du bindome :
(a+b)=a’+Cya® b+ + Ca?"b" + - - +
avec

q!
Ch=—"—
7 sl(g—s)!
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pour s < ¢. Rappelons que, par convention, on pose 0! = 1.

On a 4 .
e'L$ + eflx 1 . .
D _ _ (i —iz\p
cosPr = (—2 ) =% (e +e™™)

Développons (e 4 e7)P et simplifions en remarquant que e4%e="? = ¢ia=5)7

(ell‘ + e_iz)p — esz + pez(p_l)me_’m: _|_ e _|_ Cgei(p_Q)we_iqx + e _|_ e_ipw
= eipz _|_ 2967;(73_2)4E + [N + Cgei(p_2Q)z _|_ e + e_ipz
(6ipw + efip:v) =+ p(ei(p%)x + e*i(pﬁ)w) e Cg(ei(pﬂq)w + e*i(pﬂq)m) 4o
Dans cette expression, on peut regrouper les termes 2 par 2 de la maniére suivante : si €’** est dans
'expression avec un coefficient égal par exemple & «, alors e ™ est également dans 'expression
avec le méme coefficient « et on regroupe en écrivant a(e**® + e~%®). On simplifie enfin en écrivant
que e + e~ = 2 cos(kx).

Exemple. Linéarisation de cos®z. On a

1T —1T 1 . .
cos® x = (e—i—e) = — (" + )3,

2 23
Mais . . ‘ o L .
(ezx + e—zx)S _ €3w + 3627,.726—7,.7: + 3€zxe—21x + 6—3230
— 631'90 + 361'95 + 36—ix + 6—3ix
— 632’1 + 6731':0 _|_3(em: _’_efi:v)
= 2cos3z + 6cosx.
D’ou

, 1 1
cos’r = §(2COS3(L’+6COSJJ) = icos3x+ 1 G085 T

Linéarisons maintenant sin? z. On a

6ix _ efi:v p 1 ) )
sinfx = , =—(e"—e )P
21 2pp
Rappelons que i? = —1,i% = —i et i* = 1. Ceci permet de simplifier *. Développons (e — ¢~@)P
et simplifions comme ci-dessus. En regroupant les termes e’** et e=** on obtient la linéarisation de
sin? .
Exemples.

1. Linéarisation de sin®z. On a

) et _ o 1 ) »
sin’ z = ( _ (e —e7)3,

2325

Mais

(eim _ 6—i.7:>3 — eSim _ 3€2im€—im + 3€im€—2im _ e—3ia¢
631’3& _ Seix + 36—2';1: _ e—Bix
— 631'30 - 6737L$ - 3(6” . efi:c)
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D’ou ]
sin® x = —g(e?m —e ¥ _3(e" — e ™)) = ~1 sin 3x + 1 sin x.

2. Linéarisation de sin*z. On a

) el _ ol 1 ] o
sinfr = ——— :ﬂ(e”—e”) )
21 24

Mais , o A A . A ,
641:1: _ 4632306—230 + 6622J16—27,w _ 461966—3251: + 6—41:1:
6411‘ _ 462136 46— 46—2193 + 6—4196

— 64'Lx + 6741:): o 4(62m + 6721:1:) + 6.

—
™
S
8
@
L
8
N~—
IS
I

On en déduit

1 ~ ~ A ~ cosdxr cos2x 3
4 _ 432 —4dix 2ix —2ix o
sin x——24(e +e M —4(e" + e )+ 6) = s o +§.

2.3 Linéairisation de cos? x sin? x

La méthode est toujours la méme. On écrit

) ei:): + efix p ei:): . efix q
cosPrsintx = -
2 21

1 T —iT T —ix
= S (e + e ™) (e —e7™)"

et on développe chacun des facteurs. On regroupe les termes du type ef et e~
enfin les formules d’Euler.

ik ot on applique

Exemple. Linéarisation de cos? zsinz. On a

2 . 61.’1} _"_ e i 61.’1} _ e T
cos“rsinx = -
2 21

— 2_3@<615L‘ + e—i:c)Q(eix o 6—1':0)
1 . ) ) )
— g(ehx 924 6—221‘)(6190 o e—zx)
1 , . . . . .
— g(e&x — €T 19 9T 4 pTiIT 6—311’)
1
1 3ix —3ix ix —iT
= g(e —e e — e
sin3r sinw
+ .

4 4
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2.4 Calcul de [ cos? zsin? zdzx

La méthode est simple :
1. On linéarise cos? xsin? x

2. On intégre chacun des termes

/cos(kx)dx, /sin(k;x)dx

sachant que
1 1
/Cos(k:x)dx =7 sin kz + C, /sin(k’x)da: =-z cos(kz) + C.

Exemple. Calcul de [ cos? zsinzdz. On a vu ci-dessus que

sindr sinx
+ .

4 4

03 -
/COSQZCSiHZL‘dQZ — /51114 xder/SlZde

Ccos3Tr  CcosT
= —— — C.
12 4 +

cos?rsinx =

On en déduit :




2.5. EXERCICES

2.5

FEzercice 1. Linéariser

1. cos*z,

2. sin® z cos z,

2 3

3. sin? x cos? z + 3sinx cos® x

Ezxercice 2 . Calculer

1. /cos4xdx,

2. sin® z cos zdz,

sin® x cos?  + 3sin z cos® zdx

— —

EXERCICES

Ezxercice 8 . Calculer sans faire de linéarisation

1. sin® x cos zdx

2. cos® x sin zdx

— —

Ezxercice 4 . Calculer

1. En linéarisant / sin? x cos® zdx

2. La méme intégrale, mais sans linéaristation. Pour cela on écrira

cos® zsin® z = sin® z cos® x cos x

et on fera le changement de variable u = sin x.

Ezxercice § .

1. Rappeler les dérivées de tanx et cot x.

1
2. Calculer/ ——dx.
sin® z

1
3. Calculer | ———
/ 2216 — 22

dx. Pour cela, on posera x = 4 cosu.

27
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Chapitre 3

Intégration des fractions rationnelles

3.1 Rappels sur les polynémes

3.1.1 Opérations classiques sur les polynémes

Rappelons qu’un polynome a coeflicients réels (respectivement complexes) s’écrit
P(X)=ay+a X +aX*+ - +a,X"

les coeflicients ag, - - - , a,, étant réels (respectivement complexes). Si a,, # 0, alors n est le degré de
P(X). Les opérations élémentaires sur les polynémes sont :

1. L’addition :
(a0_|_...+anX”)_|_(bO_|_..._|_prp) — (Go+bo)+"'—|—(ap—|—bp)Xp—|—ap+1Xp+1—|-'"—l—CLan

en supposant que n > p.

2. La multiplication :
(CLO —|—Q1X + .- —|—aan)(b0 —|—le + - _|_pr12) = Cp +C1X+ s +Cn+an+p

avec
cx = aobg + arbg_1 + - - + ag_1by + axbo

pour tout k =0,1,--- ,n+ p.

3. La division euclidienne : Etant donnés deux polynomes P;(X) et Po(X) tels que le degré de
P, soit supérieur ou égal a celui de P, il existe deux polynémes Q(X) et R(X) tels que

P(X) = B(X)Q(X) + R(X)

29
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avec

d(R(X)) < d(Py(X))
ou d(P) désigne le degré de P.

Exemple. On posera pratiquement la division ainsi :

X? 43X +3|X+1
-X? —-X X +2
2X 43
—2X -2

1

le reste est donc 1.

4. La division suivant les puissances croissantes. Cette division se pose pratiquement comme la
division euclidienne mais on écrit les polynomes P, et P, suivant les puissances croissantes.
Il n’existe pas de conditions sur les restes (cette division ne s’arréte pas toute seule!). Par
contre le quotient est un polynome si le coefficient de plus bas degré de P; est supérieur ou
égal a celui de P.

Exemple. On posera pratiquement la division ainsi :

3 42X 42X? 14+ X
-3 —-3X 3— X +3X?
-X  2X?
X  +X?
+3X7?
-3X? -3Xx°
—3X3

et on arréte volontairement la division ici (ceux qui veulent peuvent continuer!).

3.1.2 Factorisation des polyndémes

Soit P(X) un polyndome réel ou complexe. Un élément a € R ou C est une racine de P(X) si
P(a) = 0.

Proposition 8 Si a est racine de P(X), alors (X — a) se met en facteur, soit
P(X)= (X —a)P(X).
Considérons le polynome dérivé de P(X). Si P(X) =ag + a1 X + - -+ + a, X", alors

P'(X) =a; +2a(X) + - +na, X" .
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L’¢élément a est une racine double de P si P(a) = P’(a) = 0. Dans ce cas, on a la factorisation
P(X) = (X —a)*Py(X).

De maniére générale, si a est racine d’ordre k, c’est-a-dire si P(a) = P'(a) = P%* Y (a) = 0 ot P
désigne la dérivée d’ordre [ de P, alors on a la factorisation

P(X) = (X — )" Py(X).

Remarque. La recherche des racines d’un polyndmes n’est pas trés facile. On sait trouver les
racines d’un polynomes de degré 2. En effet si P(X) = aX? + bX + c est a coefficients réels, alors
le discriminant est

A = b — dac
et on a

1. si A > 0, on a les racines réelles

b+ VA —b— VA

T =

i 2a 2a

2. si A =0, on a une racine double

—b

2a

3. si A <0, on n’a pas de racines réelles mais deux racines complexes conjuguées
_ —b+iv-A _ —b—iv-A

0y =——F% ", IT1=
2a ’ 2a

Pour les équations de degré 3, il existe également des formules (dites Formules de Cardan), mais peu
utilisables pratiquement. Par contre, au déla du degré 5, pour les degré impair, on sait qu’il n’existe
pas de formules donnant explicitement les racines (résultat d’Evariste Galois). Donc la recherche se
fait souvent de maniére informatique par des calculs approchés.

Tl = T9 =

3.2 Intégrales de fractions rationnelles élémentaires

1

3.2.1 Calcul de / dx.

T —a
Proposition 9

/ ! de =Inlzx —a|+ C.
r—aQa
1

3.2.2 Calcul de /—dx.

(z —a)?

Proposition 10

1
[ ooade =+ C

(x —a)? r—a

Ceci se déduit du tableau des primitives.
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3.2.3 Calcul de /;dx
(z —a)"

Proposition 11 Sin > 2, alors

1 1 1
/(x—a)2dx_ n—1(z—a)*? +C

(C’est une généralisation du cas précédent.

1

dx.
ar + b o

3.2.4 Calcul de/

Proposition 12

1 1
/ dr = —In|azx + b + C.
ar + b a

Le changement de variable u = ax + b conduit au résultat.

1
3.2.5 Calcul de / ——dx.
(ax 4+ D)™
Proposition 13 Sin > 2, alors
1 1 1
/ (ax + b)”dm T (n—1)a (ax + b)»! +C

dx.

3.2.6 Calcul de /
241

Par définition

1
/ T 1da: = arctanz + C.
x

1

5 dx avec a > ()
e 4+ a

3.2.7 Calcul de/

On a

$2+a:a(x——|—1).
a
2

x x o
Posons u = —. Alors u? = == et du = -=dx. Ainsi
a Vva

Ja

1 1 1 1 1 1
/x2+ax /a(§+1)x a/u2+1\/au \/5/u2+1u




3.3. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES 33

On est ramené au cas précédent. Ainsi

1 1 1
/—dx = —arctanu + C = — .‘:u"ctf:mi + C.

a2 +a va va va

1
3.2.8 Calcul de / 5 dr avec A = b% — 4ac < 0
axr® + bx + ¢

Comme A = b* — 4ac < 0, le trinome ax? + bx + ¢ n’a pas de racines réelles. Ecrivons le sous
forme canonique :
b ¢ b, b ¢ b dac — b*

2 2 _ _ 2
ax” +bxr +c=a(z +ax+a)—a((x+%) —4a2+a)—a((x+%) + e

).

Posons v =z + % Alors

1 1 1 1
/—dx:/—zdu:—/ du.
ax? +bx + ¢ a(u? + deebo) a) v+«

4q?

Comme o = 4“4Ca_2b2 est positif, on est ramené au cas précédent. On déduit
1 11 U 1 2a 2ax + b
——dr = ——=arctan —= + (' = ————= arctan ———= + C..
/ax2+bx+c ava NG a+/4ac — b2 Vdac — b?

3.3 Décomposition en éléments simples

3.3.1 Fractions rationnelles

N(X
Une fraction rationnelle réelle s’écrit sous la forme DE Xi ot N(X) et D(X) sont des polynomes
a coefficients réels.
Définition 4 On appelle partie entiere de la fraction rationnelle D(X) le quotient E(X) de la
division euclidienne de N par D.
On a donc
N=DE+R
avec degré(R) < degré (D). La fraction s’écrit donc
N(X X
() _ gy 4 B,
D(X) D(X)

Définition 5 On appelle pole de la fraction rationnelle les racines du dénominateur D(X).

D(X)
Ainsi si a est un pole d’ordre k, on aura

D(X) = (X —a)"Dy(X).
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3.3.2 Décomposition en éléments simples de premiére espéce

Proposition 14 On a

N(X) _
(X —a)F(X —b)'

Ay Ay, By B
E(X>+m+”'+()(—a)+(X—b)l+”'+(X—b)'

Le deuxiéme membre s’appelle la décomposition en éléments simples de premiére espéce Chacune
des fractions du deuxiéme membre est, par définition, un élément simple de premiére espéce. Pour
justifier cette décomposition, on considére N(X) = D(X)E(X) + R(X), la division euclidienne.
R(X
D(X)

Ainsi R(X) est de degré inférieur a celui de D(X). On va faire la décomposition de . Posons

D(X) = (X —a)*D,(X) avec D;(a) # 0. Posons
X—-—a=T.

Ainsi D(X) s’écrit T*D(T) ou Dy(T) est le polynome en T obtenu & partir de D;(X) en substi-
tuantb X pat T+ a. Substituons également X par 7+ a dans R(X). On obtient un polynéme, noté
R(T), mais de la variable 7. On fait ensuite la division suivant les puissances croissantes de R(T)
par D1(T). Cela s’écrit

Ri(T) = (A + AoT + -+ + AT 1Dy (T) + T Ry(T).

On en déduit

T"D(T)  (T)* () Du(T)
En revenant a X on trouve
R(X A A Ry(X
LX) = B(X) 4 o b 2(X)
(X —a)*(X —b)f (X —a)t (X —a)  Di(X)
Au second membre apparait un polynéme de degré k par rapport a la variable ﬁ dont le terme
constant est nul. Ce polynome est appelé la partie principale de % par rapport au pole a.

Si D1(X) = (X — b)'Dy(X), on détermine de la méme facon la partie principale par rapport au
pole b. Ceci justifie la proposition. Bien entendu, ceci se généralise au cas d’une factorisation de
D(X) sous la forme

D(X) = (X —a)" (X = az)™ - (X —a,)™.

Exemple. Décomposition en éléments simples de

X
X - Di(xX-2)

Comme le degré du numérateur est inférieur a celui du dénominateur, on n’a pas besoin de faire la
division. La décomposition en éléments simples s’écrit

X Al AQ A3 A4 B 1

K-DiX-2) X-1f  (X-1p (X-1 (Xx-1 (X-2)
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Posons

X—-1=T
Alors

D(X)=(X-D*X -2)=T4T —1).
t X ’écrit
e (X (X —2) s’éc
T+1
T4(T—1)'

Faisons la division suivant les puissances croissantes jusqu’a 'ordre 3 de T'+ 1 par T'— 1. On a

1+T = (—1-2T —2T* - 2T%) (-1 +T) + 27"

D’ou .y
T+1 1 9 3 2T
- = — (=1 -=-2T =27 - 2T°)(—1+T)+ ———.
T —1) T3 A+ D +
En revenant a X, on obtient
X -1 -2 -2 —2 2
= - - - -

(X-1D4(X-2) (X-1* (X-1P® (X-12 (X-1) (X-2)

Notons que ce calcul nous a donné également le coefficient B;. Nous aurions pu le calculer par la
méthode précédente.

Lorsque un pole est simple,
R(X)
(X —a)(D1(X)

avec Dj(a) # 0, alors la décomposition commence par

RX) A
(X —a)(Di(X) (X —a)

et nous pouvons calculer la coefficient A; directement par le calcul suivant : on multiplie tout par
X — a, ce qui donne

=A X—a).- -
Dl(X) 1 +( a)
et faisant X = a on obtient R(a)
a
A =d
'Y Di(a)
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La décomposition en éléments simples s’écrit

X A1 Ag A3 A4 Bl

X—D)(X-2) (X—1pf T (xXx—1p (x—1p2 " +

Calculons B;. On multipliue tout par X — 2

X Al AQ A3 A4
Eon ST ET T TR o T o (XD

et on fait X = 2. On obtient

Exemple. Décomposition en éléments simples de

X
(X —1D)(X =2)(X+1)

La décomposition en éléments simples s’écrit

X __A1+ Bi_ Cy
(X-DX-2)(X+1) X-1 X-2 X+1

Pour calculer A; on multiplie par X — 1 et on fait X = 1. On trouve

1 -1
G-y 2 "

Pour calculer A on multiplie par X — 2 et on fait X = 2. On trouve

2 2

=Z-B.

2-1)2+1) 3
Pour calculer C on multiplie par X + 1 et on fait X = —1. On trouve
—1 —1

Ci-D=i=2 6 "

Dron X -1 2 1
X)X —2)(X+1) 2(x—1) "3(x=2) 6(X+1)

3.3.3 Décomposition en éléments simples de deuxiéme espéce

Proposition 15 On a

N(X)
(X —a)k( X2+ pX +q)

A Ay B.X + B,
_B(X) 4 —L 4. .
G g R 5 g Rl < By g
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Une fraction rationnelle du type avec p? — 4q < Oest par définition un élément simple

X2+ pX+q
de deuxiéme espéce. Pour déterminer les coefficients By et By, une fois les coefficients A; déterminés,
on peut tout réduire au méme dénominateur et faire une identification. On peut aussi donner deux
valeurs & X, ceci conduit & un systéme linéaire & deux équations et d’inconnues By et B,. On peut

aussi trouver By directement en multipliant tout par Xet faire tendre X vers I'infini. En effet

B1 X%+ B X

limX—H—oom =

1-

Exemple. Décomposition en éléments simples de

X
(X —1)(X2+1)

La décomposition en éléments simples s’écrit

X Ay B1X + By

X-DX°+1D) X-1' x2+1

Pour calculer A; on multiplie par X — 1 et on fait X = 1. On obtient

et
X 1 B X + B,

X-D(X°+1D 2X-1)  Xx*+1

Si on multiplie tout par X et on fait tendre X vers l'infini, on obtient

l7 X 0 L + B
Tm 400 = = —
Yot X S ) (X2 + 1) 2
et By = —%. D’ou

X 1 —X 4+ 2By

XX+ 2(X—1)  2x+10)
Reste a calculer By. On peut faire X = 0. On obtient

1
0=—-+B
g T D2

Ainsi By = % et
X B 1 -X+1

X-D(X°+1) 2X—1)  2x+1)
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3.4 Intégration des fractions rationnelles

Description de la méthode pour intégrer une fraction rationnnelle :

N(X
Soit & calculer /ﬁd)(

N(X X
1. On écrit DEXi =FE(X)+ l]:;((X§ avec degré R(X) < degré D(X).
X
2. On décompose en éléments simples gEX))

3. On intégre chacun des éléments simples de premiére ou deuxiéme espéce en utilisant les ré-
sultats du paragraphe 3.2.

Exemple. Intégrer la fraction rationnelle
X4 - X34 X2
X3 -X24+ X -1
Comme le degré du numérateur est supérieur a celui du dénominateur, on commence par faire la
divison euclidienne. On obtient
X4 — X3+ X2 X
=X+ .

X3 -X2+X -1 X3 -X2+X -1

On factorise le dénominateur. Comme 1 est racine évidente, on a

X3P XP 4 X —1=(X-1)(X2+1).

D’ou
X' — X34 X2 x4 X
X3-X2+ X -1 (X —1)(X2+1)
X
Décomposons en éléments simples X - 1(XZ+1) Cette décomposition a été étudiée ci-dessus :
X - X +1
(X —1D(X2+1) 2(X—1) 2(X24+1)
On a donc
X4 —X3—|—X2 1 —X +1
d dX = [ XdX ——dX —dX.
) X xTrx -1 / +/2(X—1) +/2(X2+1)
/XdX— —+C’1
1 1 1
2. —dX:— —dX:—l X — 1|+ Cs.
/2( /X—l oI =1+
X+1 )
> /Q(X2 /X2+1 /X2 dX. Or [ mmdX =5 [ 55 = s (1 +
Xsy) + Cs. A1n51
X4 - X34+ X2 X2 1 1 1
ds X3—X2+X—1dX: 7+§ln|X—1] —Zln(l—ng)—f—iarctanX—i—C.
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3.5 EXERCICES

Ezercice 1. Décomposer en éléments simples

1 1

DY)

5 1

" (x—=1)(z —2)(x —3)
241

S oD@ —2)

Exercice 2. Intégrer les fractions rationnelles de I'exercice 1.

Exercice 3. Intégrer

1
L (x —1)(22+1)
2. 1

(z —2)*(2? +1)

Ezxercice 4. Calculer

z
1. /xQ—ldm
3+ 1
2. /x2_4dx

2_ —
3./‘"’3—“’@
3 —1
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Chapitre 4

Equations différentielles linéaires

Le but de ce chapitre est d’intégrer les équations différentielles linéaires suivantes
1. du premier ordre a coefficients non constants : y' = a(x)y + b(x),

2. du second ordre & coefficients constants ay” + by’ + cy = d(z), a,b,c € R.

4.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Une équation différentielle linéaire du premier ordre s’écrit

Y = a(x)y + b(x)

ot y = y(z) est une fonction dérivable de la variable x & déterminer et a(z) et b(x) des fonctions
(continues) données. Le résultat fondamental sur lequel s’appuie la résolution est le suivant

Théoréme 2 Toute solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre

Y = alx)y + b(x)

est la somme

1. de la solution générale de l’équation différentielle linéaire homogéne (EDH) associée

2. d’une solution particuliere de ’équation générale.

Ainsi la récherche des solutions de ¢y = a(z)y + b(x) passera par les deux étapes décrites dans ce
théoréme.

41
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4.1.1 Recherche de la solution générale de ’EDH associée

On considére

y = a(x)y
Pour trouver la solution générale on écrit
/
= = a(x)
)

En intégrant les deux membres on obtient

In|y| = /a(a:)da:.
Soit A(z) = [ a(x)dz une primitive de a(z). On a alors
In|y| = A(x) + C

ou C' est une constante. Prenons 'exponentielle des deux membres :

|y| _ eA(z)—i-C _ 6C€A(z)'

Posons K = €“ et supposons de plus que K puisse prendre le signe de y. Cela permet de simplifier
les valeurs absonues et d’écrire
y(z) = Ke®,

Proposition 16 La solution générale de I’EDH
s’écrit
ot A(z) est une primitive de a(z).

Exemples

1. Soit I'équation différentielle homogéne 3y’ = xy. Alors

On en déduit

d’oul
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2. Soit I’équation différentielle homogéne xy’ —y = 0. Cherchons les solutions dans |0, +o00[ (ceci

permet de diviser par x et d’écrire ’équation différentielle classiquement :

, 1
y =Y.
T
Alors )
y ——
y x

On en déduit

1
ln|y]—/a(x)dx—/dx—lnx+0
T

d’ou
y(zr) = K.

4.1.2 Recherche d’une solution particuliére de I’équation générale ' =

a(x)y + b(z)

La premiére chose a faire est de regarder s’il existe une solution évidente.

Exemples
1. Soit ’équation différentielle ' = y + 2. On voit, sans calcul, que y = —2 est une solution
particuliére. En effet ¢y = 0 et 0 = —2 + 2. Dans ce cas, on n’a pas besoin de justifier son

choix. Le "On voit", suffit.

2. Soit I’équation différentielle 3/ = —zy + x. On voit que y = 1 est une solution particuliére. En

effet, v/ = 0 et donc 0 = —x + .

Supposons a présent qu’aucune solution évidente ne soit évidente! On utilise alors la méthode,
dite de la variation de la constante. La méthode a été inventée par le mathématicien et physicien
Pierre-Simon Laplace. Elle tire son nom de ce que, pour l'essentiel, elle consiste a chercher les
solutions sous une forme analogue a celle déja trouvée pour 'EDH associée, mais en remplacant
la constante de cette solution par une nouvelle fonction inconnue. Ainsi, si Ke4® est la solution

générale de 'EDH, on cherchera une solution particuliére sous la forme

ou K (x) est une fonction inconnue. Comme g(x) vérifie y' = a(x)y + b(x), on aura
¢(x) = a(z)g(x) + b(a).
Remplacons g(z) par K (z)e™ on obtient
(K(2)e?®) = K'(2)e® + K(2)A'(2)e® = K'(2)e*® + K (z)a(x)e™
car A(x) est une primitive de a(z). On en déduit

K'(2)e® + K (z)a(z)e*® = a(z) K (2)e™ + b(x)
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ce qui donne, apreés simplification

La fonction K (z) est donnée par

K(z)= b(w)/e‘A(’C)dz.
Le calcul de cette intégrale donne K (x) et donc la solution particuliére g(z).

Exemple ¢/ = —2y + 22 + 1.

— Recherche de la solution générale de 'EDH associée iy = —zy. On a
/
Yoo
Y

Ainsi, en intégrant les deux parties
2
x
Inlyl =——+0C
lyl =~
d’ou
22
y=Ke 7.
— Recherche d’une solution particuliére par la méthode de variation de la constante. Soit g(z) =
2
K(x)e = . Alors

»2 »2

() =K'(r)e 7 — K(z)ze =.

On a alors , , ,
K'(z)e™ 7 — K(x)ze™ 7 = —zK(x)ze” 7 + 2241

ce qui donne

et
22
K(z) = /(x2 + 1)ez du.
Ainsi ,
K(z)=ze™
et la solution particuliére est
2 z2
g(x) =xzeze 7 =u.

(Notons que nous aurions pu trouver cette solution comme une solution évidente!)
— La solution générale de v/ = —xy + 22 + 1 est donc

2
Ke 2 4+ x.



4.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER ORDRE 45

Exemple Un circuit électrique comprend une bobine de résistance R et de self-induction L.
A Tlinstant ¢ = 0, on crée entre les bornes A et B d’un générateur, une différence de potentiel
E = V4 — Vp. L'intensité i di courant est une fonction i(t) solution de I’équation différentielle

Li'(t) + Ri = E.

1. Supposons que E soit constante. On a alors

R
i'(t) = —Zi(t) +E
— Recherche de la solution générale de 'EDH associée #'(t) = ——i(t). On a
i R
i L

Ainsi, en intégrant les deux parties
R
Inlji|=——t+C
il = -7t +

d’oul

— La solution générale de Li'(t) + Ri = E, lorsque E est constante est

R E
(t) = Ke 1"+ —.
i(t) 6L+R

2. Supposons que F soit égale a Fjsinwt.

R
— Recherche de la solution générale de PEDH associée '(t) = —zz‘(t) Cela a été calculé
ci-dessus, on a
ity =K e Lt
— Recherche d’une solution particuliére de #'(t) = ——i(t) + Eysinwt. Soit

On obtient .
K'(t) = e’ Eysinwt.

On en déduit
K(z) = /eftEo sin wt.
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Intégrons par parties

K(ZE) = %e%tEo sin wt — EO% f €%t cos wt
= %e%tEo sin wt — Eoﬁ}%e%
Ainsi ,
L L =
soit -
R
Kt)= ——o "t
W2R2 —+ E0L2

t cog _ L
coswt — Fo—%

CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

. R R,
tEysinwt — Eoﬁ—eﬁcoswt — Eoﬁ% [ettsinwt

L L K(t).

L L

R

L'Eysinwt — Ey— —eLt coswt
0 "WRR

2

L
e%tEo(E sinwt — Eow_R2 cos wt.

— La solution générale de Li'(t) + Ri = E, lorsque E est constante est

R

Ke 1

w2 R?
w?2R2+EyL2
Eow?R?
w2R2+E0L2

by

i(t)

Ke 1t + (£ sinwt —

4.1.3 Condition Initiale

(Eyk sinwt — EOML—};2 coswt)

L2

ez COSWt)

Nous venons de donner toutes les solutions de v’ = a(x)y + b(z). La solution générale dépend
d’une constante. Cette constante peut étre calculée si 'on se donne une condition initiale qui se
présente souvent de la forme y(0) est donné ou bien y'(0) donné. Le probléme se présentera donc

ainsi : trouver LA solution de I'équation différentielle

y = a(z)y + b(x)

vérifiant la condition initiale y(0) = yo. Cette condition permet de calculer la constante K appa-
raissant dans la solution générale ce qui assure 'uncicité de la solution.

Exemple Trouver la solution de ¢/ = —xy + 2% + 1 satisfaisant la condition initiale y(0) = 1.

Précédemment, nous avons trouvé comme solution générale

2

y(r) = Ke™ 7 + .

Comme y(0) = 1, alors
02
1=Ke 7 +0=K.

Ainsi K = 1 et la solution cherchée est

N

y=e

fid
2

+ .

La représentation graphique de cette fonction est la suivante :
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L o
[

j/ 1

4.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Seules les équations a coefficients constants sont étudiées (le cas général n’est pas connu dans son
intégrabilité). Elles "écrivent
ay” + by + cy = d(x)

ou a, b, c sont des constantes et d(x) une fonction donnée. La résolution est basée sur le théoréme
suivant :

Théoréme 3 Toute solution de I’équation différentielle linéaire du second ordre
ay” + by’ + cy = d(z)

est la somme

1. de la solution générale de l’équation différentielle linéaire homogéne (EDH) associée
ay”" +by +cy=0
2. d’une solution particuliere de ’équation générale.

Ainsi la récherche des solutions de ay” + by’ + cy = d(x) passera par les deux étapes décrites dans
ce théoréme.

4.2.1 Recherche de la solution générale de ’EDH associée

On considére 'EDH
ay” + by + cy = 0.

L’équation caractérigtique correspondante est I'équation algébrique de degré 2
ar? +br +c=0.

Soit A = b? — 4ac sont discriminant. Rappelons que
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) . —b+ VA —b— VA
1. si A >0,onalesracinesry = ——, 11 = ——,
2a 2a
—b

2. si A =0, on a une racine double r; = ry = 5
a

—b+ivV—-A —b—iy-A
2a ’ 2a '

Ce résultats permet de décrire toutes les solutions de ’EDH en fonction de A.

3. si A <0, on a deux racines complexes conjuguées

Théoréme 4 La solution de l'équation différentielle linéaire du second ordre
ay” + by’ + cy = d(z)

est

1. S1 A >0,
y = Kie"" + Kye™”,

2. 8i A =0,
Yy = (le + k?g)@rlx,

3. 81 A <0, en écrivant les racines conjuguées sous la forme a £ i3, alors

y = e (K sin Sz + K cos (),

K, et K, étant des constantes.

Exemple Trouver la solution de I’équation différentielle homogéne y” + 3/ + y = 0. L’équation
caractéristique est

P +r+1=0.
Son discriminant A = 1—4 = —3 est négatif. L’équation admet deux racines complexes conjuguées :
—1+14V3 —1—11v3

On en déduit que la solution générale de I’équation différentielle homogéne est

y(t) = e (K, sin(?) + cos(\/Tg).
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4.2.2 Recherche d’une solution particuliére

Nous allons indiquer comment on trouve une solution particuliére g(z) de 1'équation générale
ay” + by’ + cy = d(x) dans les cas suivants :

1. d(zx) est un polynoéme de degré n. On prend pour g(z) un polynoéme de degré n si ¢ # 0, de
degré n + 1 si ¢ = 0. On détermine les coeflicients par identification.

2. d(z) = P(x)e? on P(x) est un polynome de degré n. On cherche g(z) sous la forme Q(z)e?”
ol Q(x)est un polynome
— de degré n si v n’est pas racine du I’équation caractéristique,
— de degré n + 1 si v est racine simple de ’équation caractéristique,
— de degré n + 2 si v est racine double de I’équation caractéristique.

3. d(z) = cospx ou sinpx. On se rameéne au cas précédent en utilisant les formules d’Euler qui
remplacent sin et cos par des exponentielles complexes.

De plus, il est clair que toute solution particuliére de
ay” + by + cy = dy(x) + do(x)
est la somme d’une solution particuliére de
ay’ + by + cy = di(x)
et d’une solution particuliére de

ay” + by’ + cy = dy(x).

Exemples
1. Intégrer I’équation différentielle

v +y=u.
— Recherche de la solution générale de ’EDH. L’équation caractéristique est
r?+1=0.
Elle admet pour racines les complexes conjugués
a+if =1, a—if = —i.

La solution générale est donc
K cosx + Ksysinz.

— Recherche d’une solution particuliére de 3" +y = x. Ici d(z) = x est un polynome de degré
1. On cherche g(z) sous la forme d’un polynome de degré 1 :

g(x) = ax +b.

On a alors ¢'(z) = a et ¢"(x) = 0. Comme g vérifie ¢"(x) + g(x) = z, on en déduit
0+ar+b==x.

Par identification, on obtient a = 1,b = 0 d’ou

g(z) = z.
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— La solution générale de ¢y’ + y = x est
y(x) = Ky cosx + Kysinz + x.

2. Intégrer I’équation différentielle
y// _ 5y/ 4 6y — 621.

— Recherche de la solution générale de ’'EDH. L’équation caractéristique est
r* —5r +6 = 0.
Son discriminant est A = 1. Elle admet pour racines
T =3, 1y =2.

La solution générale est donc
Kle?’x + K262m.

— Recherche d’une solution particuliére de y” — 5y’ + 6y = €**. Ici d(z) = €**. Comme 2 est
racine simple de 'équation caractéristique, on cherche g(x) sous la forme

ou P(x) est un polynéome de degré 1 :
g(x) = (azx + b)e*.

On obtient ¢'(z) = ae**+2(azx+b)e* = (2ax+a+2b)e**, ¢"(x) = 2ae* +2(2ax+a+2b)e** =
(4ax + 4a + 4b)e**. Ainsi

(4ax + 4a + 4b)e* — 5(2ax + a + 2b)e*™ + 6(ax + b)e** = e**.
En simplifiant, on obtient
4a 4+ 4b — 5a — 100+ 6b = —a = 1.

Ainsi, g(z) = (—x + b)e**. Comme on recherche une seule solution particuliére, on peut

prendre b = 0. Et donc

g(x) = —we®.

— La solution générale de y" — 5y + 6y = €% est

y(z) = K1 + Kye*® — we** = K1e** + (Ky — x)e*".



4.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’'ORDRE 2 51

4.2.3 Conditions Initiales

Nous venons de donner toutes les solutions de ay” 4+ by’ + cy = d(x). La solution générale dépend
de deux constantes. Ces constantes peuvent étre calculées si 'on se donne une condition initiale qui
se présente souvent de la forme y(0) et 3/(0) sont donnés. Le probléme se présentera donc ainsi :
trouver LA solution de I’équation différentielle

ay” + by + cy = d(x)
vérifiant les conditions initiales y(0) = yo,%'(0) = vo. Ces conditions permettent de calculer les

constantes K = 1 et K5 qui apparaissent dans la solution générale ce qui assure I'uncicité de la
solution.

Exemple Intégrer I'équation différentielle
y// . 5y/ + 6:1/ — 6295

avec les conditions initiales

Nous avons vu, ci-dessus, que la solution générale était :
y(r) = K1e*® + (Ky — x)e*.

Comme y(0) = 1, on en déduit
Ki+ Ky =1

Calculons ¢/(z). On a
Y (r) = 3K, + (2K, — 21 — 1)e*.

Ainsi

Dot le systéeme

Kl + K2 - 1

3K1 + 2K2 - 2
On en déduit

K, =0,K,=1.

La solution cherchée est donc
y(x) = (1 — 2x)e*".

Sa représentation graphique est
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4.3 EXERCICES

Exercice 1. Intégrer les équations différentielles suivantes

y' =2y = b(x)
lorsque
L. b(x) =2,
2. b(x) = e**,
3. b(z) = €.

Ezxercice 2. Intégrer les équations différentielles suivantes

zy' +y = b(x)
lorsque
1. b(x) = 22,
2. b(x) = coszx.

Exercice 3. Intégrer les équations différentielles suivantes
1. y' cosx —ysinz = 2x — 1,
2.y +ay=2%+1

Pour chacune, déterminer la solution vérifiant y(0) = 1.

Ezxercice 4. Intégrer ’équation différentielle suivante

y' =2y +y= (2> +x+1)e".

Exercice 5. Intégrer I’équation différentielle suivante

y' +y=2coszx.

Exercice 6. Intégrer I’équation différentielle suivante

y' + k*y = 2sinwz.

Ezxercice 7. Un circuit électrique comprend une bobine de résistance R et de coefficient de self-
induction L et un condensateur de capacité C. Entre les bornes A et B du circuit, on établit une
différence de potentiel V4 — Vg = Eysinwt. Le courant électrique a une intensité i(¢) solution de
I’équation différentielle

1
Li"(t) + Ri'(t) + 52’(15) = wkEj coswt.
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Déterminer i(¢) sachant que i(0) = 0.

Exercice 8. Les lapins livré a eux mémes doublent leur effectif numérique en six mois par procréation.
Pour les loups cette période est pratiquement infinie.

Une population de loups d’effectifs X (¢) a I'instant ¢ et une population de lapins d’effectif Y ()
vivent ensemble : les loups mangent annuellement une quantité de lapins proportionnelle & X (z) et
les lapins attirent les loups étrangers en quantité annuelle proportinnelle & Y (z).

Supposant les deux populations régies par les eules lois rapportées ci-dessus, étudier 1’évolution
des deux populations.



Chapitre 5

Intégrales généralisées

+00
5.1 Définition de/ f(x)dx

5.1.1 Définition

Soit f : R — R une fonction continue. Nous avons défini

/a  Ha)de

pour des valeurs finies a et b. Soit X > a. Alors si F' est une primitive de f, on a

/ flz)de = F(X) — F(a).

Posons G(X) = F(X) — F(a). La fonction G peut étre considérée comme une fonction de X. Nous
allons nous intéresser a savoir si G(X) admet une limite quand X tend vers +o0.

Définition 6 L’intégrale généralisée
+00
f(2)dz

a

est définie par
+oo

f(x)dx = limx_ /X f(z)dx.

+0o0
Si cette limite existe, on dit alors que (x)dz est convergente. Sinon, on dit qu’elle est diver-

a

a
gente.

95
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a

On définit de fagon analogue / f(x)dx.

— 00

+00 1
5.1.2 Exemple fondamental / —dx
1

Considérons la fonction

en fonction de «.

1. Supposons a # 1. Alors, en intégrant, on obtient

X X
1 1 1 1 1
/ —dx = = — —1].
. xe l—aze ], 1—a |Xol

Ainsi . N
1 : 1 . 1 1
/1 o = oo /1 a0 = Mmoo —0 {ﬁ - 1} -
Ainsi
Hoo — fo>1
/ idaj‘ e 1 — X Zfa ’
oz oo ifa < 1.

+o0
D’ou / —dx converge si a > 1 et diverge si v < 1.
T

2. Supposons a = 1.

1
/ —dr = [Inz]} =mX.
LT

On en déduit .
*1
ds/ —dr =limx_ 15 In X = 400
1 T

+o00 1
et dans ce cas / —dx diverge.
T

Théoréme 5 Lintégrale généralisée

est
1. convergente si o > 1,

2. divergente s1 0 < a < 1.
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5.1.3 Techniques d’intégration

+0o0
Comme nous 'avons vu dans 'exemple précédent, pour étudier la convergence de / f(z)dz,
1

nous pouvons utiliser les techniques d’intégration
1. Intégrations par parties
2. Changement de variable
3. Relation de Chasles

4. Linéarité de l'intégrale

X
pour calculer / f(z)dz et ensuite passer a la limite.
1

Exemple On étudie la convergence de

+o00 )
/ ze T dr.
1

X 2
Calculons ds f1 re * dx. Pour cela posons u = x2. On a alors du = xdx et

X VX
/ e dr = / e Ydu = — [e*“} VX — e VX _ L,
1 1

1
Ainsi
400 9 JX
/ ve " dr = limx_eo(e”V* —e ') = —e7).
1
L’intégrale converge donc.

Mais dans la plupard des cas, nous ne pourronbs pas faire ce calcul de primitive. Dans le paragraphe
suivant, nous allons voir, comment sans calculer la primitive, nous pouvons parfois conclure sur la
convergence ou la divergence de I'intégrale généralisée.

5.2 Fonctions équivalentes & I’'infini

5.2.1 Définition

Définition 7 Soient f,g : [a,+00|— R deuz fonctions continues. On dit que f et g sont équiva-
lentes a l'infini, et on écrit

f~i0 g
st la limite
limgHJrooM
9()
existe et est différente de 0, soit
lz’maH+mM =1#0.

g9(z)
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Exemples
L f(z) = #—;1_2 Nous savons qu’a I'infini, une fraction rationnelle est équivalente a la
fraction définie par les monémes de plus haut degré. Ainsi
r+1 T 1
B2

2.
2 =2 x?
L

5.2.2 Calcul pratique

Etant donnée f : [a, +00o[— R, on cherche a savoir s'il existe a tel que

F) =i

. Ceci signifie que

admet une limite non nulle & I'infini.

Ainsi, pour savoir si f(z) est équivalente a U'infini & — pour un certain «, on calculera
x

limg_ oo f(x)

et on déterminera o pour que cette limite soit non nulle (si un tel « existe).

Exemples

Inz
1. Soit f(x) = —;-. Cette fonction est définie et continue sur [1, +oc[. Considérons
x

— =2 2%Inzx.

Ainsi
~Sia>2 2°2%lnr = +o0.
~Sia<?2 2% ?Inz = 0.
. Inx . . .
La fonction f(z) = —; n’a donc pas d’équivalent a Uinfini.
x

—T

e

2. Soit f(z) = On a

x?

Si a =2 alors 22f(z) = e et
limg—qoor” f(x) = 1.

On en déduit donc que
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+00

5.2.3 Etude de (x)dr par équivalence
1

Théoréme 6 Si f(z) est une fonction continue, positive pour x > a et si

1
f(l’) oo 1?
alors
+oo
1. (x)dx converge si a > 1,
1
+oo
2. (x)dx diverge si a < 1.

1

Démonstration. Supposons que
f(r) ~ie —.
( ) x

Ceci signifie que z®f(x) — [ # 0 lorsque x — +oo. Comme f(x) > 0, ceci signifie que pour x

suffisamment grand, on a
[ 1 < f(z) < 3l 1
—_—— x ———
2 xo 2 xo

X
l 1 3l 1
§/de</f(x)dx< E/x—adl’
“+oo

+o00
Il en résulte que / —dz et f(z)dz sont de méme nature, c’est-a-dire, toutes les deux
a x a

convergentes ou toutes les deux divergentes. &

Exemples

1. Etudions la nature de

+o0 1
/ 5 dx.
g x*+1

1 1
241 T g2

Comme

alors

converge (ici o = 2).

2. Etudions la nature de

On sait quesiz > 1, Inx > 0 et
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Ainsi . .

Inz T

/ —Qdm < / \/—Q_daz.
1 x 1 x

Mais

NS 1

? —+o0 2372
Comme

est convergente, alors

converge et donc

converge.

+oo

5.2.4 Etude de (x)dr par comparaison
1

Supposons que f(x) et g(x) soient deux fonctions continues avec

0 < f(z) < g(x)

0< /aX flz)dz < /an(x)dx

pour tout X > a. On en déduit que

pour tout x > a.Alors

“+00 +oo
1. Si / g(x)dx converge, alors (z)dz converge aussi.
a+oo ioo
2. Si (x)dz diverge, alors / g(x)dx diverge aussi.
Exemple Montrons que
+00 o3
/ SIQH(J}) e
o 2¢+1
converge. On a
| sin(z)| 1

400 +00 | o3
sin(x
pour tout x > 0. Comme / 1dw, alors / | sin >|dx converge. On en déduit que
0 0

2 2 +1
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converge absolument, donc converge.
“+oo
Remarque : Convergence absolue On dit que (x)dx converge absolument si I'intégrale

a

[ v

converge. On montre que I'absolue convergence implique la convergence.

généralisée

+00

5.3 Définition de f(x)dx

Avec les mémes hypothéses que ci-dessus, on posera

+oo

f(z)dr = limy /a fz)dz + limx_ /X f(z)dz.
00 Y a

+0o0 a
Définition 8 On dira que f(z)dz converge si les deux intégrales généralisées / f(x)dx et

—0o0

“+oo
(x)dx convergent.
a

+oo
Si 'une des deux ou les deux divergent, on dira que / f(z)dz est divergente.

—00

% sin(x)

2+ 1

Exemple Etude de / dx. Nous avons vu que

| sin(z)| - 1
w?24+1 ~ 241

0 : +00 . +oo .
Ainsi / [sin(z)| dx et / [sin(2)| dx converge donc / [sin(z)| dx converge absolument, donc
x?2+1 o a2 +1 2?2 +1

o0 — 00

converge.
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5.4 EXERCICES

Ezxercice 1. Etudier les intégrales généralisées suivantes
+0c0 1 +o0 1
/ ——dx, —dx.
1 TVT o V1+a?

Ezxercice 2. Etudier les intégrales généralisées suivantes

“+oo “+o0o
/ e “dx, / 27 %dx.
0 0

Ezxercice 3. Etudier les intégrales généralisées suivantes

Foo 2 T Ing
xe * dx, —-dx.
1 1 L

Exercice 4. Etudier I'intégrale généralisée suivante
too zlna?
Zrpt
oo (22 4+1)

Ezxercice 5. On appelle transformée-cosinus de Fourier d’une fonction f, la fonction
+00
F(s) = (x) cos sxdz.
0

Le domaine de définition de F' est ’ensemble des s pour lesquels I'intégrale généralisée converge.
Calculer F(s) pour f(z) = e 2,

Ezxercice 6. On pose
+o0
I'(z) :/ e " dt.
0

. Rappeler la définition de h(t) = t* 1.
. Pour quelle valeurs de x cette intégrale est-elle définie ?
. Comparer I'(x 4+ 1) et I'(x).

= W NN =

. Calculer I'(n) pour n entier positif.



